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Lezione 02 - Sommario

1 Statistica Inferenziale
» Test delle Ipotesi

1 Analisi della Varianza
« ANOVA a 1 via
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Statistica Inferenziale - Obiettivi

Obiettivi dell’Inferenza Statistica

1. Stima dei parametri della popolazione
2. Test delle ipotesi

POPOLAZIONE descritta da PARAMETRI
campionamento inferenza
CAMPIONE —> funzione campionaria > STIME
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Statistica Inferenziale - Test delle ipotesi

Test delle Ipotesi - Definizione

Il test consiste nel formulare un’ipotesi (ipotesi nulla) e
nel verificare se, con i dati a disposizione, e possibile
rifiutarla o no.

’ipotesi che viene formulata e detta ipotesi nulla (H,)
e rappresenta di solito lo stato di fatto.

Se il campione fornisce risultati fortemente in contrasto
con Hy, quest’ultima viene rifiutata a favore di una
ipotesi alternativa (H,).
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Statistica Inferenziale - Test delle ipotesi

Test delle Ipotesi - Procedimento

Usando una distribuzione campionaria, identifichiamo
un range di valori che hanno bassa probabilita di
accadere se l’ipotesi nulla e vera.

Questo range di valori costituisce la cosiddetta regione
critica o regione di rifiuto dell’ipotesi nulla.

Dalla distribuzione campionaria della statistica posso
conoscere le probabilita di ottenere determinati valori
e, sulla base di queste, definire la regione di rifiuto.
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Statistica Inferenziale - Test delle ipotesi

Test della media di una popolazione (1/5)

Eseguiamo il test Hy: u = ug

Ipotesi nulla H,: la media u della popolazione da cui
abbiamo estratto il campione e = p,

Ipotesi nulla H;: la media u della popolazione da cui
abbiamo estratto il campione e # p,

Verifichiamo quindi se la deviazione della media campionaria
da u, € compatibile con l'ipotesi nulla.

A questo scopo confrontiamo la media del campione con .
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Statistica Inferenziale - Test delle ipotesi

Test della media di una popolazione (2/5)

Situazione teorica, ipotizzando una popolazione «normale».

Hy: 1 = Uy Popolazione: N(ugy;02)

Hi:pu # ug Medie campionarie: N (ug;0%/n)

Distribuzione delle medie campionarie:
N(ug; 0z°) con oz =0c/yn

X
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Statistica Inferenziale - Test delle ipotesi

Test della media di una popolazione (3/5)

Verifico Hy: u, = 10 in una popolazione con o = 6, estraendo
a caso un campione di taglia n = 9.

Hy:pu = 10 Popolazione: N(10;0%)
Hi:pu+ 10 Medie campionarie: N(10;03%)
N(10; 0922 ) Posto a = 0,05, rifiuto H, se la media campionaria

e al di fuori dei limiti uy, + 1,96(c//n).

La regione di rifiuto ha probabilita « (livello
di significativita), che rappresenta la
probabilita di rifiutare H, quando H, € vera.

X
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Statistica Inferenziale - Test delle ipotesi

Test della media di una popolazione (4/5)

Questa e dunque in sintesi la situazione dell’esempio,
essendonotioc=6en =09.

Hy:u =10 Popolazione: N(10;36)
Hi:u#10 Medie campionarie: N(10;4)

Distribuzione delle medie campionarie:
N(10;4)
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Statistica Inferenziale - Test delle ipotesi

Test della media di una popolazione (5/5)

Posto quindi a = 0,05, rifiuto H, se la media campionaria e
al di fuori dei limiti yuy + 1,96(c/+/n).

HO: U = 10
Hl: U +* 10

La regione di rifiuto si ottiene calcolando
N(10;4) 10 + 1,96 - 2 = {6,08; 13,92}

=|
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Statistica Inferenziale - Test delle ipotesi

Le fasi da seguire per un test delle ipotesi

1. Specificare Hy, H; ed un livello a.

2. Definire una statistica per il test (statistica di cui sia
definibile la distribuzione campionaria) e la zona di rifiuto
per H, (cioe i valori della statistica di probabilita che
risultano < a quando H, € vera).

3. Eseguire il campionamento (o l’esperimento) e calcolare
la statistica.

4. Se la statistica calcolata cade nella zona di rifiuto decido
di rifiutare H,, altrimenti decido di non rifiutare H,.
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Statistica Inferenziale - Test delle ipotesi

...tornando all’esempio precedente

1. Hy:u =10, Hy:u # 10, a = 0,05.

2. La statistica e Z. Dal momento che P(|z| > 1,96) = 0,05,
la zona di rifiuto e z < —1,96 0 z > 1,96 (test a due code).

3. Calcolo la media campionaria e la converto nella variabile

. X—
standardizzata: z = —*.
X

4. Rifiuto Uipotesi nulla se |z| > 1,96; in questo modo si ha
una probabilita di rifiuto pari a 0,05 quando H, € vera (e
quindi una probabilita d’errore del 5%).
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Statistica Inferenziale - Test delle ipotesi

L’uso del p-value

In alternativa si puo riportare direttamente il valore della probabilita p di
commettere il cosiddetto «errore di | specie» (livello di significativita
osservato).

Il p-value e una misura di quanto i dati sono in disaccordo con H,,.

Si procede come segue:
1. HO:IJ.=10, H1|J.-7t10

2. Calcolo la media campionaria e la converto nella variabile

. X—
standardizzata: z = 2—£.

Ox

3. Calcolo la probabilita p di ottenere il valore di z calcolato, vale a dire
P(Z > |z|) (test a due code).
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Statistica Inferenziale - Test delle ipotesi

Significativita e potenza del test (1/2)

verita
H, vera H, falsa

= Sl ERRORE Il specie
2 Hy vera P=1-a«a P=p
2 Livello di protezione B
S ERRORE | specie GIUSTO
Y H, falsa P=q« P=1-p

Significativita Livello di potenza

ORUA . . .
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Statistica Inferenziale - Test delle ipotesi

Significativita e potenza del test (2/2)

Hy:u =10 A parita di n (numerosita

, 12 campionaria), se
Hyip # 10 Nlgoio™/n) diminuisco la probabilita
dell’errore di | specie (),
aumento la probabilita
dell’errore di |l specie ().
Diminuisce quindi la
potenza del test (1 — ).

|
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Statistica Inferenziale - Test delle ipotesi

Test a una o due code

Se siamo interessati a rifiutare H, solo nel caso in cui la
differenza e in un senso o nell’altro, allora eseguiamo il test
a una coda, o test unilaterale.

t ’ipotesi alternativa sara H,: u > u, oppure Hy:u < uy.

Il vantaggio e che la
potenza del test
aumenta andando
verso H,, ma e
praticamente O
dall’altra parte.

[
»
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Analisi della Varianza

ANOVA - Definizione (1/2)

’analisi della varianza (ANOVA) studia le relazioni tra variabili
discrete, che definiscono delle categorie, e variabili continue.

Esempi

« confronti culti-varietali

« produzioni in funzione di tecniche colturali diverse
« effetti di andamenti climatici sulla produzione

« effetti di diversi trattamenti sperimentali

Si tratta dell’analisi maggiormente utilizzata
nelle scienze agrarie e forestali .
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Analisi della Varianza

ANOVA - Definizione (2/2)

Tipi di analisi della varianza:

v" ANOVA a 1 via, quando si ha 1 sola variabile discreta;

v ANOVA a 2 o piu vie, quando si hanno 2 o piu variabili
discrete e viene studiata anche ’interazione.

Principio Base:

il confronto tra due o piu gruppi di dati si fonda sul rapporto
tra la variabilita entro i gruppi e la variabilita tra i gruppi.
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Analisi della Varianza - Il caso a 1 via

Definizione

Nel caso dell’ANOVA a 1 via, si considera 1 sola fonte o causa
delle variazioni dei dati, che viene definita fattore
sperimentale o trattamento.

Un trattamento puo prevedere:

- piu livelli quantitativi, come le dosi crescenti di un farmaco,

oppure

- diverse modalita qualitative, come la somministrazione di
farmaci differenti.

Ogni unita sperimentale si chiama replica e, TEORICAMENTE, devono essercene almeno 2 per
almeno un livello o modalita del trattamento. In altre parole il numero minimo di repliche &
ari al numero dei livelli + 1.
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Analisi della Varianza - Il caso a 1 via

Formalizzazione del Test d’Ipotesi

Hotpg =t =...= g

Le k popolazioni da cui sono tratti i campioni hanno la
stessa media.

H,:3itale per cui yu; # uj,conj=1,..,kej+1i

Almeno una delle medie delle popolazioni da cui sono tratti i
campioni differisce dalle altre.

N.B. m rappresenta il numero di livelli del trattamento!
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Analisi della Varianza - Il caso a 1 via

0,5

0,4

0,3

0,2

0,1

0,0

I Esempi con 4 popolazioni

hanno la stessa
media u = 8.

//, Le 4 popolazioni

media popolazione=8
media popolazione=8
media popolazione=8
— media popolazione=8

// | i\\li

1 »

2 4 6 18 10 12 14

"~ . . -1
16 produzioni t ha

| valori medi dei 4 campioni differiscono

tra loro solo per fluttuazioni casuali!
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Analisi della Varianza - Il caso a 1 via

0,5 1 Esempi con 4 popolazioni
0,4 - Le 4 popolazioni
//I\\ non hanno la

0,3 /// stessa media.

0,2 media popolazione=8

// \\ med1:a popolazIonei10

medIa popolazIone—S
0,1 // \\ — media popolazione=8

0,0 I I I I | I I
2 4 6 18 10 12 14 16

Le differenze tra le medie dei campioni sono da attribuirsi a
differenze di medie tra le popolazioni da cui sono stati tratti.
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Analisi della Varianza - Il caso a 1 via

0,5 1 Esempi con 4 popolazioni
0,4 - Le 4 popolazioni
/ % \\ non hanno la

0,3 / / stessa media.
0,2 \‘ media popolazione=8
/ \ \\ medlza popolaz?one=10
med!a popolaz!one=8

0,1 // \\ — media popolazione=6
| | | | | | | g

2 4

0,0 o

Le differenze tra le medie dei campioni sono da attribuirsi a
differenze di medie tra le popolazioni da cui sono stati tratti.
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Analisi della Varianza - Il caso a 1 via

Il modello

Yij=u+ai+£ij

Il valore di un dato ¥;; e la

somma dell’effetto di uno
specifico livello del fattore (o
trattamento) a; e di una
componente accidentale
(residuo o errore

~eg---- sperimentale) g;, tenuto

conto della media generale u.
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Analisi della Varianza - Il caso a 1 via

La Randomizzazione Completa

Si tratta del modello piu semplice di ANOVA e prevede un
campionamento in cui:

 ciascun trattamento viene assegnato in modo totalmente
casuale ai soggetti (omogenei) su cui si effettuano le
misure, per determinare ’effetto dei singoli trattamenti;

 le repliche(osservazioni) sono assegnate casualmente ai
vari livelli del trattamento, i quali possono non avere lo
stesso numero di osservazioni.
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Analisi della Varianza - Il caso a 1 via

La Rappresentazione

k Livelli del Trattamento
T, T, Ty
X11 X12 X1k
n, + ny, + .-+ n; = N Osservazioni ~21 722 “2k
Xnq1 Xn,2 Xnyk
Numero di repliche nq n, ny
k Medie dei trattamenti X, X, Xk
Media Generale X
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Analisi della Varianza - Il caso a 1 via

Le Devianze

La metodologia dell’ANOVA si basa sul fatto che la variazione totale nella
risposta misurata a una certa sollecitazione o trattamento si puo suddividere in
componenti che vengono attribuite a specifiche cause di variabilita.

v

occorre calcolare:

nj

= 1 _ _ 1
Media generale X = Ez X; Media dei trattamenti  X; = —Z Xij
j=1 =
k nj k
=2 — =\2
Devianza totale devyor = Z Z(xij — X) Devianza TRA trattamenti  devyry = Z nj(Xj — X)

j=1i=1 j=1

k nj

Devianza ENTRO trattamenti  devgpyrro = Z Z(xi —X)
j=11i=1

Principio di scomposizione della varianza:
devror = devygy + devgyrro
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Analisi della Varianza - Il caso a 1 via

| Gradi di Liberta (1/3)

Alcune stime si basano su un numero di informazioni piu alto rispetto ad altre. Ad esempio,
una stima della varianza a partire da un campione di taglia 100 si basa su un numero
maggiore di informazioni rispetto al caso in cui la taglia del campione sia pari a 5.

v

| Gradi di Liberta rappresentano il numero di informazioni
indipendenti su cui si basa una stima.

Esempio 1) Supponiamo che la media (1) di una popolazione sia nota.

Se, «per assurdo», volessimo stimare la media della popolazione, di quante informazioni avremmo bisogno?

Ovviamente zero perché u la conosciamo gia.

Di conseguenza, in questo caso (paradossale), i gradi di liberta della stima sono pari a zero.

Esempio 2) Supponiamo che la media di una popolazione sia ignota.

Se vogliamo stimare la media della popolazione, di quante informazioni abbiamo bisogno?

Sappiamo che le osservazioni (cioe i campionamenti dalla popolazione) devono essere indipendenti e percio tale e l’informazione
che contengono. In questo caso quindi i gradi di liberta coincidono con il humero delle osservazioni stesse.

D’altra parte la media campionaria si definisce proprio come la somma delle singole osservazioni diviso il loro numero...
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Analisi della Varianza - Il caso a 1 via

| Gradi di Liberta (2/3)

Esempio 3) Supponiamo che la media di una popolazione sia nota (pari a 10).

Se vogliamo stimare la varianza della popolazione, di quante informazioni abbiamo bisogno?

Immaginiamo di fare un primo campionamento e di ottenere 8. Dato che la varianza e definita come la

media dei quadrati degli scarti dalla media della popolazione, sappiamo che la nostra prima stima e
(8—-10)2

pari a = 4. Questa stima € basata su una singola informazione, quindi i suoi gradi di liberta sono

paria 1.

Ora ipotizziamo di fare un secondo campionamento e di ottenere 9. La stima della varianza ora € pari
(8-10)2+(9-10)2
2
sono 2.

= 2,5 ed é basata su due informazioni indipendenti. Di conseguenza i gradi di liberta

Ripetendo la procedura, si puo concludere che i gradi di liberta, in questo caso, coincidono con il
Z?:l(xl_”)z
=

numero di osservazioni e infatti g2 =
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Analisi della Varianza - Il caso a 1 via

| Gradi di Liberta (3/3)

Esempio 4) Supponiamo che la media di una popolazione sia ignota.

Se vogliamo stimare la varianza della popolazione, di quante informazioni abbiamo bisogno?

Immaginiamo di fare 2 campionamenti e di ottenere 8 e 6. Dal momento che non la conosciamo, dobbiamo stimare la media
della popolazione, prima di poter stimare la varianza. Abbiamo quindi x = (8 + 6)/2 = 7 e 2 stime: stimal = (8—-7)2=1e
stima2 = (6 —7)* =1.

Il punto chiave e che queste 2 informazioni non sono indipendenti, dal momento che ciascuna osservazione contribuisce al
calcolo di x. 8 (prima osservazione) influenza x e conseguentemente influenza anche stima2. Infatti se la prima osservazione
fosse stata pari a 9, allora avremmo avuto x = (9 + 6)/2 = 7,5 e stima2 = (6 — 7,5)? = 2,25. Analogo discorso vale per la
seconda osservazione e percio i gradi di liberta non possono essere 2.

Generalizziamo e immaginiamo di aver fatto 4 campionamenti.

Sappiamo che la procedura di stima della varianza richiede PRELIMINARMENTE il calcolo di .

A questo punto calcoliamo, per ognuno dei 4 campionamenti, lo scarto dalla media (x; — x).
Ricordiamo pero che (x; — %) + (x; — %) + (x3 — %) + (x, — %) = 0.

Da questa formula segue che il quarto scarto € univocamente determinato dai primi tre, infatti si ha (x; — %) + (x, — X) +
(x3 —x) = —(x, — X), € percio quest’ultima informazione DIPENDE dalle prime 3.

In conclusione quindi i gradi di liberta della stima della varianza , in questo caso, sono 3 (numero di osservazioni - 1) perché 3
Z?:l(xi_f)z
n-1

sono le informazioni indipendenti su cui si basa e infatti s? =
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Analisi della Varianza - Il caso a 1 via

Le Varianze

sfruttando la

regola di calcolo dei gdl: il numero di gradi di liberta si ricava dalla differenza tra il numero di dati e il
numero di parametri (o informazioni preliminari) che € necessario calcolare per ottenere la stima voluta

otteniamo

ko g %)
devror —> N — 1 gradi di liberta® —> » _ d€Vror _ Zj=1 %2, (xij — X)

STOT = N—1 N1
k — =2
devrga —> k — 1 gradi di liberta® —> 2 _ devrps  Xj=1 n(X; — X)
TRA — -
k—1 k—1
\ d k ZnJ (x.. — )?)2
devgyrro —> N —k gradi di liberta® —> .2 _ aeVpnTro  Zj=12i=1\Xij — 4]

ENTRO — N — k - N — k

() N dati — 1 media generale
) k dati (medie dei trattamenti) — 1 media generale

k volte

. . —
@) N dati — k medie dei trattamenti oppure, in modo equivalente, (n; — 1) + -+ (np—-1) =M, +--+n,) —(1+-1)=N—k
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Analisi della Varianza - Il caso a 1 via

Test F di Fisher (1/2)

Come detto in precedenza, lo scopo dell’ANOVA a 1 via € quello di
verificare Uipotesi nulla Hy: gy = uy, =...= .

v

Occorre quindi definire un metodo che ci permetta di distinguere se le differenze che osserviamo
tra le medie dei diversi campioni sono dovute a reali differenze TRA i trattamenti o alla naturale
differenza che si osserva campionando ripetutamente ENTRO la stessa popolazione.

v

Sappiamo che “Varianza TRA” e “Varianza ENTRO” dipendono dalla variabilita esistente nei
dati ed essendo due misure della stessa variabilita, dovrebbero avere lo stesso valore.

v

Indice dell’uguaglianza tra queste due componenti della varianza e il rapporto:

y

2
STRA

2
SENTRO
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Analisi della Varianza - Il caso a 1 via

Test F di Fisher (2/2)

v Il rapporto F e la statistica del test F di Fisher

v' F si distribuisce approssimativamente come una distribuzione
di Fisher con k — 1 e N — k gradi di liberta: F~F(k — 1,N — k)

Intuitivamente:

« se e vera H,, dovrebbe risultare F = 1

 se e vera H,, dovrebbe risultare F > 1

\ 4

Rigorosamente (fissato un livello di significativita a):

con un numero finito di trattamenti e repliche

* se F < F ' (4_1n-1)(a), allora non si puo rifiutare H,
* se F > F ' 4_1n-1(a), allora si rifiuta H,

con un numero infinito di trattamenti e repliche

« seeveraHy,alloraF =1

« seeveraHy, alloraF > 1 N.B. F 11 nopy(@)
€ un valore tabulato
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Analisi della Varianza - Il caso a 1 via

Esempio - Il calcolo «a mano» (1/8)

Supponiamo di avere il seguente dataset:

4 Livelli del Trattamento

T, | 1, | T3 T,
10,0 | 85 12,0 | 10,0

9,5 8,0 9,5 9,5
3+5+4+4 =160sservazioni | 11,0 | 9,0 | 11,0 | 11,0
90 |11,5 | 10,0

10,0

Numero di repliche 3 5 4 4

4 Medie dei trattamenti 10,2 | 89 | 11,0 | 10,1
Media Generale 10,0

e riportiamo i dati in un foglio di lavoro Excel...

QN S Rr s S BRI B VI[P o) etodologia Sperimentale Agronomica /
Metodi Statistici per la Ricerca Ambientale

a.a. 2014 - 2015




Analisi della Varianza - Il caso a 1 via

Esempio - Il calcolo «a mano» (2/8)
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Analisi della Varianza - Il caso a 1 via

Esempio - Il calcolo «a mano» (3/8)
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Analisi della Varianza - Il caso a 1 via

Esempio - Il calcolo «a mano» (4/8)
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Analisi della Varianza - Il caso a 1 via

Esempio - Il calcolo «a mano» (5/8)
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Analisi della Varianza - Il caso a 1 via

Esempio - Il calcolo «a mano» (6/8)
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Analisi della Varianza - Il caso a 1 via

Esempio - Il calcolo «a mano» (7/8)
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Analisi della Varianza - Il caso a 1 via

Esempio - Il calcolo «a mano» (8/8)
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Analisi della Varianza - Il caso a 1 via

Esempio - L’errore di prima specie (1/3)

Chiariamo ora il concetto di errore di prima specie con un
esempio basato sull’analisi della varianza a 1 via.

v Sappiamo che U’errore di prima specie rappresenta la probabilita di
rifiutare H,, quando questa invece € vera. Impostare un livello di
significativita a = 0,05 vuol dire quindi accettare di avere falsi positivi
nel 5% dei casi.

v Detto in altre parole, fissare a = 0,05 significa che (TEORICAMENTE),
ripetendo 100 volte lo stesso esperimento e verificando 100 volte se e
possibile rifiutare o no H,, 5 volte accadra di giungere ad una
conclusione errata.
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Analisi della Varianza - Il caso a 1 via

Esempio - L’errore di prima specie (2/3)

Illustriamo con un esempio pratico le affermazioni precedenti:

1) creiamo, attraverso una procedura di generazione casuale (ad esempio utilizzando
opportune funzioni di SPSS), 100’000 dataset con 12 valori ciascuno, tutti estratti da
una popolazione ~N(10,1);

2) immaginiamo che ciascun dataset rappresenti ’esito di un esperimento, in cui sono stati
messi a confronto 3 livelli di un trattamento, effettuando 4 osservazioni (o repliche)
per ciascun livello;

3) applichiamo I’ANOVA a 1 via su tutti i 100’000 dataset per verificare Hy: uy = u, = us;

4) attraverso i passaggi visti prima, calcoliamo i 100’000 p-value di ciascun esperimento;

5) sappiamo a priori che H, € vera, dal momento i dati sono stati tutti estratti dalla
medesima popolazione;

6) fissato a = 0,05, ci aspettiamo di trarre conclusioni errate dall’ANOVA nel 5% dei casi
e, in effetti, e esattamente quello che accade (ordinando le colonne per p-value
crescente) ...
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Analisi della Varianza - Il caso a 1 via

Esempio - L’errore di prima specie (3/3)
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